Chapitre 0

Eléments d’analyse vectorielle




" S Chapitre 0 : Eléments d’analyse vectorielle 5

1-champ scalaire —champ vectoriel:

On considére un triedre de vecteur unitaires (i, J, k) et M un point de I’espace, de
coordonnées (x,y,z) .

OM = xi +yj +zk

- La fonction f (M) est dite scalaire de point ou champ scalaire si:

f(M) = f(x,y,2)

- Le vecteur v (M) est dite fonction vectoriel de point ou champ vectoriel si:

V(M) = vl +v,J +v,k

2- Gradient d’un champ scalaire :

Le gradient (noté grad ) est défini a partir d’une fonction scalaire de point et a pour

composante suivant (i, J, k) les dérivées partielles de f(M) par rapport a (x,y, z)
respectivement:

ooaf, af ., odf -
gradf = E! +E +Ek
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3- Divergence d’un champ vectoriel:

Le divergence (noté div) n’est défini qu’a partir d’une fonction vectoriel A (M) de

point et donne une fonction scalaire de point définie en coordonnées cartésiennes
ar:

P dA, 0A, 0A,

divA = I + 3y + 37

4- Rotationnel d’un champ vectoriel:
Le rotationnel (noté rot ) d’un champ vectoriel donne une fonction de point définie
en coordonnées cartésiennes par:

— 2 0 0 d d d d
rot(v):(al;z_;zy) _ ﬁ_ﬂ _(&_&)k

5- Laplacien scalaire :
Le laplacien scalaire d’une fonction scalaire de point (noté lap ou A) est par
définition :

B dzf azf
lap(f) = Af = dxz 5y T ot
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6- Laplacien vectoriel :

Le laplacien vectoriel (noté @ ou Z) d’une champ vectoriel défini par:

lap (A) = p4 = graddivA — rotrotA

-Dans un repére de coordonnées cartésiennes le laplacien vectoriel a les composantes
suivantes:

( 2 2 2
0°A, 0°A, 0°A
My=——+—=5+—7
Y 0x2  0y?  0z2
— 024, 0%4, 0%4
lap (A) {AA, = ax2y+ ay2y+ azzy

4 0, 0%A, 0%,
7 0x2 0 0y? 022

7- Operateur nabla:
On peut représenter tous les operateur vectoriels précédemment avec [’operateur
nabla défini par:

d d d

ﬁ:_e _—)_I___>
ox Tl Task
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Les opérateur vectoriels (grad,div,rot et laplacien) s’écrive avec |’operateur
nabla sous les formes:

df =V —(af*+af*+afﬁ?
gradf =V | =55t + 57/ ﬂz)
oo A 0A, 04,
R dy 0z

Af =V.(V f) = divgradf = V.Vf = =L + L+ =L = v'( /)

AA = gradde —T0trotA =VVA-VAVAA
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8- Théoréeme de Stokes — Théoréme de Gauss:
8.1- Circulation d’un champ vectoriel:

On défini la circulation d’un vecteur f le long d’un contour (c), par l'intégrale

curviligne :
b

b
C(F) = f F.dl

"1
]

dl

La circulation le long d’un contour fermé est notée:

C(F) = jg Fdl

dl: est un élément de longueur.
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8.2- Flux d’un champ vectoriel:

On défini le flux d’un vecteur f a travers un surface
(s) par I'intégrale double :

F

o(F) = [[ Fiids

ds: est un élément de surface. dl
Lorsque la surface (s) est fermée, le vecteur 71 est dirigé de l'intérieur vers I'extérieur.

8.3- Théoréme de Stockes:
La circulation d'un vecteur le long d’un contour fermée (c) est €gale ou flux de son

relationnel a travers cette surface.

3€ﬁ.m': ﬁima
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8.4- Théoréme de Gauss - Ostrogradski:
Le flux d’un champ vectoriel a travers une surface fermée (S) est €gal a ’'intégrale
de sa divergence dans le volume v, limité par la surface fermée (S) :

#F.E: ﬂ divFdv

9- Produit des vecteurs:
9.1- Produit scalaire:

A.B = A.Bcos(A, B)

Avec A = A, T+ AyJ + A,k et B = BT+ B,J + B,k

A=|A| = JAZ+ AZ + A2
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uelques rietes :

. - . . oyt d
. A-A= ||l 4]l = JAl
A-B=B-A (Le produit scalaire est commutatf)
. (LA)-B=A(LB)=21(AB)

C(A+B)=C-A+¢-B

‘N -~ - N

. A-B=0 Sietsculementsi A et B som orthogonaux : ALB

9.3- Produit vectoriel: ,/

AAB = A.B.sin(A B).
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Quelgques propriétés :
1. AAB=-BAA

2. AN(B+C)=AAB+ANC
3. AN(BAE)=(A.C).B-(AB).C
4. AANB=0e A=0,8 =0 ou bien A etB sont colinéaires.

10- Relations importantes:

rotgradf =0
divrotF = 0
div(F AK) = KrotF — FrotK

rot(f.K) = frotK + grad(f A K)

RotRotA = graddivA — AA
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11- Coordonnées cylindriques:

dVv 1dV dVv

dv = + = +—
gra 3 ¥ oggle T
.. 10rA, 104, 0A,

divd = + = +

r or r dé dz

_L.A._(lﬂfﬂlg ﬂﬂg) +(E)‘f—1 ﬂf—l) L1 (drﬁlﬁ. -:Lil)
"=\ ee "oz )T oz T ar ) e ar 0

AV = 1 d (
“ror\

av) L LoV 0%
ar) " 2962 ' 922



- ._re 0 : Eléments d’analyse vectorielle 15

11- Coordonnées Sphériques: 74 T
M /. Uy
0 ,Tha.
N | U
ST
lo y
~ >
x /- \V u?
¢ m
Fy dVv +1ﬂ'|.f’ N 1 oV _
ra ——1 —_1 1
4 ar T 190 ¢ rsinBog °

i 1 dr<A, N 1  dsinflA, N 1 04,
divd = —
r:  or rsinf  od# rsinf 0@

e

otd =

1 (dsmﬂ.ﬂﬁ dﬂﬂ.) +1( 1 JdA, EHAE,) 1 (drﬂg f_a‘,f-lr)

rsint il do tr sinf J0 dr “o dr fils,
1 J°V

rZsin?f do?

m}__lﬂzrlf_l_ 1 a ( Hﬂb’)
r drZ2  risin®d ae st a6




