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Chapitre 4

Régime variable et équations de Maxwell
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4.1. Théoréme d’Ampere et Equation de Continuité

Soit une charge Q contenue dans un volume V délimité par une surface S.
Vv

Q = [[f pav (4.1)

s’1l y a variation de la charge en fonction du temps on écrit :

fffapdv .a—Qz—@]ds-—fffdw]dV = div] + a—pz (4.2)

osabin B ; sz
div] + a—’: = 0(Equation de continuité)
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| : L
div] + a—f = ((Equation de continuité)

L’équation de continuité traduit la conservation de la charge : le taux de déplacement de
charges vers I'extérieur d'une région est égal a la décroissance temporelle de la charge

contenue dans la région. Ainsi, Maxwell postula que

rotH = J, + Jp (4.3)
O j, est le courant de conduction et Fd est le courant de déplacement.
div(rotH) = div(J, + Jp)=0 =div(].) = —div(J,) = —Z—’z, d'aprés I'équation de
Maxwell Gauss (p = divD), nous aurons :

ddivD :”: - @D
at D™ ot

—di!Pﬂ- = —

Les deux derniéres équations donnent alors la forme locale de 1’'équation de Maxwell Ampére
modifie :

rotH = | + (4.4)

abp
at
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4.2. Les équations de Maxwell
4.2.1 Expression et interprétation physique

Equation de Maxwell-Gauss

diﬂﬁ = Plibres (4.5)
Cette équation relie le champ électrique a ses sources. Sa forme intégrale est :
[I] div Ddv = §f Dds = [|] pripres dv (4.6)

Cette éguation montre que le champ électrique peut lui diverger a partir de points ol se

trouvent des charges électriques. Le « théoréme de Gauss » est donc vrai en régime variable

Equation du flux masnétigue

divB = 0 4.7)
Cette équation est indépendante des sources. Sa forme intéerale, obtenue en écrivant :
¢ B ds = 0 (4.8)

Interprétation physique : Le flux de B 2 travers toute surface fermée est nul, ce la veut dire

qu’il y a conservation du flux, Best un vecteur a flux conservatif.
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Equation de Maxwell-Ampeéere

—_

. —F —+ o
rotH = ] + = (4.9)
at
Cette équation relie le champ magnétique a ses sources et au champ électrique. Sa forme

intéerale est :
— —— g — e a_’—n
§p rotHds = §H di = §f Jds + §f = ds (4.10)

En régime stationnaire, nous retrouvons le théoréme d”Ampére qui montre que le champ H

) : ab . . , L
tourne autour des courants. Le terme supplémentaire en — indique qu’un champ €lectrique

variable est source de champ magnétique [8].

Equation de Maxwell-Faradayv

rotk = —— (4.11)
Cette équation est indépendante des sources. Sa forme intégrale est:
{ rotEds = § Edl = —= [[ Bds 4.12)

Cette €équation décrit tous les phénoménes d'induction et montre qu'un champ magnétique

variable peut créer un champ électrique a circulation non nulle.
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4.2.2. Equations de Maxwell dans un milieu linéaire homogene et isotrope (MLHI)
Dans un milieu linéaire homogéne et isotrope :
D = eE (Relation électrique)

B = ,uﬁ (Relation magnétique)

divE=P

E

divB =0
— — a_é
(E=_2F
Fid ar

w2 IE
rotB = uf “Ear,
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4.3. Loi d’Ohm
On suppose qu’il n’y a que le champ électrique E

on applique le principe fondamental de la dynamique a un porteur de charge . animé d" une
vitesse d’ensemble v.

Ce porteur est soumis
-2 une force électrique F = gE
-a une force de frottement f = —Av
A T'équilibre
+f:ﬁ:ﬁ:%
En introduisant le vecteur densité de courant / = p¥ avec p = ng densité volumique de
charges (n densité volumique de porteurs de charges) on a :
f % = oF Laloi d’Ohm locale

2
T s s . aqn
Avec % = ¢ est la conductivité électrique du milieu
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4.4. Théoreme de conservation de I'énergie et vecteur de Poynting

4.4.1. Théoréme de Poynting
On défini le vecteur de Poynting S par la relation suivante :

S=EAH (4.13)

avec E estle champ électrique et H est le champ magnétique

En calculant 1a divergence du vecteur de Poynting :

divS = div(E AH)?

diw{En f;"}}= f;.{r_a}rg}—g.{r;rﬁ} et en utilisant les deux équations de Maxwell en

rotationnel, on a - s 5 -
' dn{EmH}——Ha;—EE;—D—J.E
f

Pour un systéme LHI (E = ,uH et EJ = EE} , on obtient

— = =

div(S) = div(EA H) = —%B{H ’? ED T E
I
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L’intégration sur un volume V arbitraire délimité par une surface s et le théoréme de la

divergence nous permettent alors d’écrire le théoréme de conservation suivant :

] (¥+E'Tﬂ) dv = [[(EAH)ds + [[[ ].E (4.14)
1 2 3

1- Représente la diminution d’énergie EM dans V, 2- représente le flux de S et 3- Représente

I'énergie dissipée par effet joule.

ED HE
ou > représente 1'énergie emmagasinée par unité de volume sous forme électrique, ES
représente 1'énergie emmagasinée par unité de volume sous forme magnétique et /. E

représente la puissance dissipée par unité de volume (effet joule)

Interprétation du théoréme de Poynting

Taux de diminution d’énergie EM emmagasiné= flux d’énergie EM traversant la surface
S+puissance dissipée par effet Joule .
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4.5, Conditions aux limites

(Composantes taneentielles de H

- On part de I'équation de Maxwell Ampere (€quation 4.9), puis par le théoréme de Stokes :

—F ——=F —fe—rr—p d = ———
BEH.L’H = #MS +—j@gﬂd5
dt

=

v H; H'I N
- - H, A | Milieul : et py
Y
B, T T T LILY] 7, ETEIEEEI
o ‘/_i/ Milieu 2 : eqet 5
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ou C est le contour rectangulaire de la figure au dessus

Pour [ et h petits, donne :

| | d
{Hz: o Hu“ + (H-:m o HSnJh = Lh. Umﬂ}-'r_-"ﬂ.z + Eﬂmn}renz}

Sih — Oeten posant [s, = limy_o h. /;moyen,z> ON aUra:

—F =} -+

(Hae — Hyt) = Js2 :’HH(H1_H):J’5

ou J, représente la densité surfacique de courant (unité : A/m) et n le vecteur de I'interface

séparant les milieux 1 et 2.

—5

Composantes normales de D

On part de I'éguation de Maxwell Gauss électrique (4.6)(forme intégrale), puis par le

théoréme de la divergence : o
iﬁg Dds = ff pdv
v

5
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ol S est la surface du parallélépipéde rectangle de la figure suivante, ses dimensions sont

h.aod et S contient six faces

Pour h, 1 et w petits, donne :

(Dyn — Dap)lw + (Dgy — Dy )hw + (Dgp — Dgy )l = hr’m,ﬂmﬂ},m
Sih — Oeten posant gg = limy_,g . Prypyen. ON aUTa :
D]]“t - DE?’! = Jg = ﬁ (Dl - DE) = g

O og représente la densité surfacique de charge.
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Conditions aux limites : résumeé

1

Composante tangentielle de H: 1 A (H, — H,) = Js

e

2- Composante tangentielle de E: i A (E; — E;) = 0

3- Composante normale de D : ﬁ’.(ﬁl — EE) = g5
4- Composante normale de B : 1. (B, — B,) = 0

Remarque

Ces conditions sont valables aussi pour des champs constants que pour des champs variables
dans le temps.



